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Notion de topologie

m Topologie = Etude de la structure d’'un espace
indépendamment de sa géométrie.

m 2 surfaces sont
topologiquement
équivalentes si on peut
transformer 'une en
I’'autre par des
transformations
continues (pas de
déchirures ni
soudures).

Géométrie différentielle



Notion de variété

m Une surface I' est une 2-variétée (manifold) ssi tout point
possede un voisinage homéomorphe a un (demi) disque.

m Homéomorphisme = application bijective continue + reciproque
continue.
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Notion de continuité

m Soit I' la surface associée au mapping S.

D C R? R3
§: { (u,v) : S(u,v)
M= trp(S) = {x € R¥V(u,v) € D, S(u, v) = x}

m SestC'ssi S, et S, sont définies et continues.
m SestC?ssi S, S et S, sont définies et continues.
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Notion de continuité

m [ est G' siil existe un plan tangent partout.
m [ est G2 si sa courbure est continue partout.

Remarque S c CK #T c Gk,

G2 nécessaire pour reflets.
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Exemple de continuité

X)) =t 3 x(t) =t/2
f.{ y(t) = t ,te[-1,0] et {y(t):t/2 ,t€]0,2]

m festelle C2? G2?

g{;gg;; te[-1,0] et {;Eg;t—tz ,te[0,1]

m gest-elleC??G2?
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Plan tangent

m Surface de R®: S(u, v) = (S«(u,v), Sy(u,v), S;(u, v))
m Normale : nS(u,v) = (S, x S)/||Su x Syl € S
m Espace tangentde Sen x :
TS = Im(DS(u, v)) = {S.u(u, v)hy + S (u, v)h,|(hy, h,) € R?}.
m Application de Gauss :
fr - §?
| x0o=3S(u,v) — N(x)=n(u,v)
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Propriétés intégrales S

Propriétés intégrales :
m Airede T : [ [, yep ISux Syldudv.
m Volume domaine définipar I": [ [,

S (u,v) ng(u,v)dudv

u,v)eD
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Premiere forme fondamentale

m Courbe C C D de longueur L = [, < C'(t), C'(t) ~1/2 4¢.
m Longueur de Cs = S(Cy, Cy)
Ls= J,<(SoCY(),(SoCy(t) >/ dt
1/2
= [, (CT(t) 1s(t) C'(1)* at

y

C(t)
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Premiere forme fondamentale

m Is : Premiére forme fondamentale / tenseur métrique

e S <S8y, Sy >
ST\ <8.,8,> S?

m Is : forme quadratique associée a < dS,dS >

m /det(Is) = variation d’aire infinitesimale
= Airedel = [ f(w)ep det(I) dudv
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Dérivées des normales

n(u,v+dv)

Les vecteurs (S, S.v) et (ny, n,) définissent le méme plan tangent.
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Seconde forme fondamentale

Les vecteurs (ny, n ) peuvent s’exprimer dans le plan (S 4, S,v).

nu = Woo S,u + Wo1 s,v
ny,=wpoS,+wyS,

Sous forme matricielle

T T
ny Su
- Ws
T T
ny Sy

En multipliant par (S 4, S.v).

s = W Ig

Avec IIs la seconde forme fondamentale associée a a S.

<nU7Su> <nAu,Sv>
HS: ) > ) >
<nyS,> <n,S,>
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Relation aux dérivées secondes

Par orthogonalité En dérivant

<Ny, Sy>=—<nSy>
<Ny, Sy>=-<nSy >
<Nny,Sy>=-<nS,>
Expression de IIs uniquement a partir de n et des dérivées secondes
de S.

<nS,;>=0
<nS,>=0

Me — — <nSuy> <nSyuy>
S <nSuw> <nS, >
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Seconde forme fondamentale

m II forme quadratique associée a < dS,dn >
= développement de Taylor de la surface dans le plan tangent.

<NngSy,> <nyS,>
HS: > ) > )
<Nny,Sy> <n,S,>

o Jle— <Su,n> <Suy,n>
S= <Suw,n> <Swy,n>

NEARBY
POINT

(cad i yedy)
: SURFACE

FOOT OF
PERPENDICULAR

TANGENT PLANE

Wikipedia
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Application de Weingarten

La matrice Wg telle que
Wg =1l Ig'

est la matrice de Weingarten (ou Shape operator).
W est diagonalisable et posséde des valeurs propres réelles.

W=V AV,

(M0
=o' %)

A1, A2 sont les courbures principales de la surface.

avec

Rem. Application de // s f]/\
Weingarten = différentielle { K\\\ ‘m )
de 'application de Gauss. \/\

HJ\//\ Wikipedia
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Courbure principales

m Valeurs propres de W : courbures principales (A1, A\2).
m Rayons de courbures principales (1 = 1/Xq,r2 = 1/X2).

m Vecteurs propres de Wy : directions (v1, Vo) des courbures
principales.

[Keenan Crane, Digital Geometry Processing with Discrete Exterior Calculus, SIGGRAPH 2013]
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Types de courbures

Une surface peut étre localement du type
m Planaire A1 = X\» = 0.
m Cylindrique |);| > 0, A; = 0.
m Parabolique sign(\¢) = sign(\2).
m Elliptique sign(\1) = —sign(\2).

[Keenan Crane, Digital Geometry Processing with Discrete Exterior Calculus, SIGGRAPH 2013]
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Courbures moyennes et de Gauss

m Courbure de Gauss :
det(Ilg)

Ks = kikp = det(Wg) = det(Ts)

m Courbure moyenne :

1 1
Hs = E(m + Kp) = é’fr(Ws)

m H = 0 = surface minimale
m 2 Surfaces isométriques on le méme K
m K = 0 Surface développable

i

@© Paul Nylander M. Nettelbladt
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Relation intégrale

Théoréeme de Gauss-Bonnet :
/KdA+/ kgds = 2mx(S)
s a8

m kg : courbure géodésique.
m x : Caractéristique d’Euler (invariant Wikipedia
topologique).
Application pour un polygone au
voisinage d’un sommet :

1
— 0 —2r | ~ K
A2 2)
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