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Surfaces différentiables



Notion de topologie

m Topologie = Etude de la structure d’'un espace
indépendamment de sa géométrie.

m 2 surfaces sont
topologiquement
équivalentes si on peut
transformer 'une en
I'autre par des
transformations
continues (pas de
déchirures ni
soudures).
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Notion de variété

m Une surface I' est une 2-variétée (manifold) ssi tout point
possede un voisinage homéomorphe a un (demi) disque.

m Homéomorphisme = application bijective continue + reciproque
continue.
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Notion de continuité

m Soit I' la surface associée au mapping S.

D C R? R3
§: { (u,v) : S(u,v)
M= trp(S) = {x € R¥V(u,v) € D, S(u, v) = x}

m SestC'ssi S, et S, sont définies et continues.
m SestC?ssi S, S et S, sont définies et continues.
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Notion de continuitée

mlestG! ssi

(S, D) cC'xR?, trp(S)=T
< plan tangent partout

m [ est G2 ssi

(S, D) CcC?xR? | trp(S)=T
& courbure continue

Remarque S c ¢k =T c gX.

G2 nécessaire pour reflets.
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Plan tangent

m Surface de R®: S(u, v) = (S«(u,v), Sy(u,v), S;(u, v))
m Normale : nS(u,v) = (S, x S)/||Su x Syl € S
m Espace tangentde Sen x :
TS = Im(DS(u, v)) = {S.u(u, v)hy + S (u, v)h,|(hy, h,) € R?}.
m Application de Gauss :
fr - §?
| x0o=3S(u,v) — N(x)=n(u,v)
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Propriétés intégrales S

Propriétés intégrales :
m Airede T : [ [, yep ISux Syldudv.
m Volume domaine définipar I": [ [,

S (u,v)ng(u,v)dudv

u,v)eD
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Premiere forme fondamentale

m Courbe C C D de longueur L = [, < C'(t), C'(t) >1/2 4¢.
m Longueur de Cs = S(Cy, Cy)
Ls= J,<(SoCY(),(SoCy(t) >/ dt
1/2
= [, (CT(t) 1s(t) C'(1)* at

y

C(t)
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Premiere forme fondamentale

m Is : Premiére forme fondamentale / tenseur métrique

e S <S8y, 8y >
S™\ <S,S, > S?

m Is : forme quadratique associée a < dS,dS >

m /det(Is) = variation d’aire infinitesimale
= Airedel = [ f(w)ep det(I) dudv
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Seconde forme fondamentale

m II forme quadratique associée a — < dS,dn >
= développement de Taylor de la surface dans le plan tangent.

<NngSyu> <nyS,>
Hs = — ’ ’ ’ g
<NySy> <nuS,>

o le — <Su,n> <Sy,n>
ST\ <Sw,n> <Sw,n>

NEARBY
POINT

(cad i yedy)
: SURFACE

FOOT OF
PERPENDICULAR

TANGENT PLANE
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Application de Weingarten

m Application de Weingaten = Différentielle de 'application de
Gauss (n) :
m n,etn, sontdans le plan tangent.
det(I) ny= (I1H1 - IgIIo)S,u + (I1Ho — Ipll4 )S’V
det(I) ny,= (11112 — III4 )S,u + (I1H1 — IoIIg)S,V

m Shape operator S :

1 LI — LIy T4Ilp — Toll4
det(I)

LI — oIy I4IIy —Ipllo

Wikipedia
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Courbure

m Courbure = variation de la normale < Weingarten
m S diagonalisable : S = T'diag(k+, x2)T.

m (x4, k2)=courbures principales.

m T = directions des courbures principales.

planes normal
of principal vector
curvatures

tangent
plane

Wikipedia
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Courbures

m Courbure Gaussienne : K = riqrp = det(S) = Sy

m Courbure moyenne :

1 1 1
H=— = — = ———(IIgls + IpIl> — 21411
2(/@14—&2) 2tr(S) 2det(I)( olz + Iollz 11I4)

m H = 0 = surface minimale
m 2 Surfaces isométriques on le méme K
m K = 0 Surface développable
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Relation intégrale

Théoréeme de Gauss-Bonnet :
/KdA+/ kgds = 2mx(S)
s a8

m Ky : courbure géodésique.

m y : Charactéristique d’Euler
(invariant topologique).

Application pour un polygone au
voisinage d’un sommet :

%(Ze,-#m) ~ K
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